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R~um~ 
A l'aide d'un programme informatique r alisant toutes les vbrifications utiles, on red6montre une condition 6cessaire 
pour que les deux statistiques majb et invb soient 6quidistribu6es sur toute classe de r6arrangements de mots. Ce r6sultat 
est la partie "seulement si" du Th6or6me 2 dans [3]. 
Abstract 
With the help of a computer program that makes all the relevant verifications we reprove a necessary condition for the 
two statistics majb and invb to be equidistributed on every class of rearrangements. This result is the "only if" part of 
Theorem 2 in [3-1. 
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On reprend les notations utilis6es dans [3]. Considbrons l 'ensemble [r] = {1, 2 . . . .  , r}. Pour  tout 
sous-ensemble (ou relation) U c [r] x [r], on d6finit deux statistiques ur le monoide libre [r]* 
comme suit. Soit  w = x lx2 . . ,  x,, ~ [r]* un mot, on pose (cf. [3]): 
m-1 
maj~ w = y, ix{(x,, xi+l) ~ U), 
i=1 
inv~ w = ~ Z((xi, xj) e U). 
1 <~i<j<~rn 
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D'autre part, un sous-ensemble U c Jr] x [r] est appel6 relation bipartitionnaire, si les deux 
conditions uivantes ont satisfaites (cf. [3, 4]): 
(x, y) s g et (y, z) e U =~ (x, z) e U; 
(x ,y)¢g et (z,y)e g ~ (z,x)e U. 
Th~r6me 1 (Foata et Zeilberger). Les deux statistiques maj~ et invb sont bquidistribubes sur toute 
classe de rbarrangements de mots, si et seulement si le sous-ensemble U est une relation bipartition- 
naire. 
La d6monstration originale de la partie "seulement si" du th6or6me pr6c6dent donn6e dans [3, 
Section 6] consiste /l 6tudier une s6rie de propri6t6s que doit satisfaire U pour qu'il y ait 
6quidistribution (Lemme 9/t  Lemme 15) et ensuite/t les rassembler. 
Dans cette note, on propose une autre d6monstration pour ce m~me r6sultat, qui consiste 
/t calculer toutes les valeurs num6riques /t l'aide d'un programme informatique. Si on prend 
I-r] = {1,2,3}, il y a 29 = 512 sous-ensembles U c I-r] x [r]. On note R(xyz) la classe de tousles 
r6arrangements du mot xyz. Pour 6tablir notre r6sultat, il nous faut tout d'abord calculer les 
valeurs num6riques de ces deux statistiques maj~ et inv~ pour tous mots dans les classes R(123), 
R(112), R(122), R(113), R(133), R(223) et R(233) (il y a donc 24576 statistiques ~calculer). D'apr6s 
les r6sultats obtenus, on observe que, pour r = 3, ou de la m~me faqon pour r = 2, la condition "U 
est bipartitionnaire" est n6cessaire. 
Les r6sultats du calcul sont consign6 dans l'appendice, et ils sont v6rifiables /~ la main. 
Consid6rons, par exemple, le sous-ensemble U = {(1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 2)}. Cette relation peut [ ":] ~tre repr6sent6e par la matrice • (premi6re colonne vide), ou comme dans l'Appendice, par 
la ligne [ • • I ° ° I • ]. (Cet exemple st marqu6 dans la Table 1 par la fl6che" ~ ".) Pour  la classe 
R(233), on v6rifie (colonnes O et P dans la Table 1) 
majb(332) = 2, maj~(233) = 1, maj~(323) = 3; 
inv~(332) = 2, inv~(233) = 2, inv~(323) = 2. 
Ces deux statistiques ne sont pas 6quidistribu6es dans cette classe. D'autre part, on v6rifie aussi que 
U n'est pas bipartitionnaire (colonne B). 
Pour r ~> 4, si U ~ [r] x [r] n'est pas bipartitionnaire, d'apr6s la d6finition, il existe trois lettres 
x, y, z ~ [r], telles que la relation induite par U sur l'alphabet {x, y, z} ne soit pas bipartitionnaire 
non plus. D'apr6s le r6sultat pr6c6dent, il existe alors au moins une classe de r6arrangements (de 
type R(xyz) ou R(xxy)), sur laquelle, les deux statistiques ne sont pas 6quidistribu6es. 
Appendice 
Pour la v6rification effective du r6sultat, c'est-it-dire, l'examen des 512 cas, nous avons construit 
une table de 512 lignes. Son impression occupe douze pages, qui ne sont pas reproduites dans 
cette note, mais qui sont /t la disposition des r6dacteurs et de chaque lecteur int6ress6. (http 
























































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































(majb, invb) sur R(123) = {123, 132, 213, 231, 312, 321} 
(maj~:, invb) sur R(122) = {122, 212, 221} 
(majb, invb) sur R(133) = {133, 313, 331} 
(maj~:, inv,:) sur R(322) = {322, 232, 223} 
(maj~,, inv~j) sur R(l12) = {112, 211, 121} 
(majb, invb) sur R(l13) = {113, 311, 131} 
(majb, invb) sur R(332) = {332, 233, 323} 
Dans la table 1, la colonne A repr6sente l  sous-ensemble U. Le symbole "x / "  ou "x"  dans la 
colonne B signifie que U est bipart i t ionnaire ou non. Les autres colonnes sont les valeurs 
num6riques des statistiques (voir la Table 2). Si C et D ont la m6me distribution, on 6crit C ,-~ D; 
dans l 'autre cas, on 6crit C ~D. La conclusion est que B = "x / "  si et seulement si C ~ D, E ,-~ F, 
G ~ G, I --~ J, K --~ L, M ,-~ Net  O --~ P fi la fois. 
Bibliographie 
[1] R.J. Clarke et D. Foata, Eulerian calculus, I: univariable statistics, European J. Combin. 15 (1994) 345-362. 
[2] R.J. Clarke et D. Foata, Eulerian calculus, II: an extension of Han's fundamental transformation, European J. 
Combin. 16 (1995) 221-252. 
[3] D. Foata et D. Zeilberger, Graphical major indices, J. Comput. Appl. Math. 68 (1996) 79-101 (this volume). 
I-4] G.-N. Han, Ordres bipartitionnaires t statistiques sur les mots, Electronic J. Combin. 3 (2) R3 (1996). 
